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Abstract. Öåïü Ìàðêîâà � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñëó÷àéíûõ ñîáûòèé ñ

êîíå÷íûì èëè ñ÷¼òíûì ÷èñëîì èñõîäîâ, ãäå âåðîÿòíîñòü íàñòóïëåíèÿ

êàæäîãî ñîáûòèÿ çàâèñèò òîëüêî îò ñîñòîÿíèÿ, äîñòèãíóòîãî â ïðåäûäóùåì

ñîáûòèè. Õàðàêòåðèçóåòñÿ òåì ñâîéñòâîì, ÷òî, ãîâîðÿ íåñòðîãî, ïðè òåêóùåì

íàñòîÿùåì ñîñòîÿíèè ñèñòåìû, å¼ áóäóùåå ñîñòîÿíèå íå çàâèñèò îò ïðîøëîãî.

Â ñëó÷àå öåïè Ìàðêîâà N-ãî ïîðÿäêà âåðîÿòíîñòü íàñòóïëåíèÿ êàæäîãî

ñîáûòèÿ çàâèñèò îò ñîñòîÿíèÿ, äîñòèãíóòîãî â N ïðåäûäóùèõ ñîáûòèÿõ.

Keywords: öåïü Ìàðêîâà, ñëó÷àéíîå ñîáûòèå, ìàòðèöà ïåðåõîäà,

âåðîÿòíîñòü.
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Öåïü Ìàðêîâà ñ äèñêðåòíûì âðåìåíåì

.Îïðåäåëåíèå

Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü äèñêðåòíûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí
{Xn}n≥0 íàçûâàåòñÿ ïðîñòîé öåïüþ Ìàðêîâà (öåïüþ
Ìàðêîâà ïåðâîãî ïîðÿäêà) (ñ äèñêðåòíûì âðåìåíåì), åñëè

P (Xn+1 = in+1 | Xn = in, . . . , X0 = i0) = P (Xn+1 = in+1 | Xn = in)

Òàêèì îáðàçîì, â ïðîñòåéøåì ñëó÷àå óñëîâíîå ðàñïðåäåëåíèå ïîñëåäóþùåãî ñîñòîÿíèÿ
öåïè Ìàðêîâà çàâèñèò òîëüêî îò òåêóùåãî ñîñòîÿíèÿ è íå çàâèñèò îò âñåõ ïðåäûäóùèõ
ñîñòîÿíèé (â îòëè÷èå îò öåïåé Ìàðêîâà âûñøèõ ïîðÿäêîâ).

Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü äèñêðåòíûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí {Xn}n≥0 íàçûâàåòñÿ öåïüþ
Ìàðêîâà N -ãî ïîðÿäêà (ñ äèñêðåòíûì âðåìåíåì), åñëè

P (Xn+1 = in+1 | Xn = in, . . . , X0 = i0) = P (Xn+1 = in+1 | Xn = in, . . . , Xn−N+1 = in−N+1).

Òàêèì îáðàçîì, óñëîâíîå ðàñïðåäåëåíèå ïîñëåäóþùåãî ñîñòîÿíèÿ öåïè Ìàðêîâà
N -ãî ïîðÿäêà çàâèñèò îò òåêóùåãî ñîñòîÿíèÿ è îò N − 1 ïðåäûäóùèõ ñîñòîÿíèé.

Îáëàñòü çíà÷åíèé ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí {Xn} íàçûâàåòñÿ ïðîñòðàíñòâîì ñîñòîÿíèé

öåïè, à íîìåð n � íîìåðîì øàãà.

.Ïåðåõîäíàÿ ìàòðèöà è îäíîðîäíûå öåïè

Ìàòðèöà P(n), ãäå

P
(n)
ij ≡ P(Xn+1 = j | Xn = i),

íàçûâàåòñÿ ìàòðèöåé ïåðåõîäíûõ âåðîÿòíîñòåé íà n-ì øàãå, à âåêòîð

p = (p1, p2, . . .)
⊤,

ãäå
pi ≡ P(X0 = i),

� íà÷àëüíûì ðàñïðåäåëåíèåì öåïè Ìàðêîâà.
Î÷åâèäíî, ìàòðèöà ïåðåõîäíûõ âåðîÿòíîñòåé ÿâëÿåòñÿ ñòîõàñòè÷åñêîé ñïðàâà, òî

åñòü ∑
j

P
(n)
ij = 1, ∀n ∈ N.

Öåïü Ìàðêîâà íàçûâàåòñÿ îäíîðîäíîé, åñëè ìàòðèöà ïåðåõîäíûõ âåðîÿòíîñòåé íå
çàâèñèò îò íîìåðà øàãà, òî åñòü

P
(n)
ij = Pij, ∀n ∈ N.

Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå öåïü Ìàðêîâà íàçûâàåòñÿ íåîäíîðîäíîé. Â äàëüíåéøåì
áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî èìååì äåëî ñ îäíîðîäíûìè öåïÿìè Ìàðêîâà.
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.Êîíå÷íîìåðíûå ðàñïðåäåëåíèÿ è ìàòðèöà ïåðåõîäà çà n øàãîâ

Èç ñâîéñòâ óñëîâíîé âåðîÿòíîñòè è îïðåäåëåíèÿ îäíîðîäíîé öåïè Ìàðêîâà ïîëó÷àåì:

P(Xn = in, . . . , X0 = i0) = Pin−1,in · · ·Pi0,i1Pi0 ,

îòêóäà âûòåêàåò ñïåöèàëüíûé ñëó÷àé óðàâíåíèÿ Êîëìîãîðîâà � ×åïìåíà:

P(Xn = in | X0 = i0) = (P n)i0,in ,

òî åñòü ìàòðèöà ïåðåõîäíûõ âåðîÿòíîñòåé çà n øàãîâ îäíîðîäíîé öåïè Ìàðêîâà
åñòü n-ÿ ñòåïåíü ìàòðèöû ïåðåõîäíûõ âåðîÿòíîñòåé çà 1 øàã. Íàêîíåö,

P(Xn = in) =
(
(P T )np

)
in
.

.Òèïû ñîñòîÿíèé

� Âîçâðàòíîå ñîñòîÿíèå.

� Âîçâðàòíàÿ öåïü Ìàðêîâà.

� Äîñòèæèìîå ñîñòîÿíèå.

� Íåðàçëîæèìàÿ öåïü Ìàðêîâà.

� Ïåðèîäè÷åñêîå ñîñòîÿíèå.

� Ïåðèîäè÷åñêàÿ öåïü Ìàðêîâà.

� Ïîãëîùàþùåå ñîñòîÿíèå. Ñîñòîÿíèå i íàçûâàåòñÿ ïîãëîùàþùèì, åñëè Pi,i = 1.

� Ýðãîäè÷åñêîå ñîñòîÿíèå.

.Ïðèìåðû

� Âåòâÿùèéñÿ ïðîöåññ;

� Ñëó÷àéíîå áëóæäàíèå;

Öåïü Ìàðêîâà ñ äíåïðåðûâíûì âðåìåíåì

.Îïðåäåëåíèå

Ñåìåéñòâî äèñêðåòíûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí {Xt}t⩾0 íàçûâàåòñÿ öåïüþ Ìàðêîâà (ñ
íåïðåðûâíûì âðåìåíåì), åñëè

P(Xt+h = xt+h | Xs = xs, 0 < s ⩽ t) = P(Xt+h = xt+h | Xt = xt).

Öåïü Ìàðêîâà ñ íåïðåðûâíûì âðåìåíåì íàçûâàåòñÿ îäíîðîäíîé, åñëè

P(Xt+h = xt+h | Xt = xt) = P(Xh = xh | X0 = x0).
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.Ìàòðèöà ïåðåõîäíûõ ôóíêöèé è óðàâíåíèå Êîëìîãîðîâà �

×åïìåíà

Àíàëîãè÷íî ñëó÷àþ äèñêðåòíîãî âðåìåíè, êîíå÷íîìåðíûå ðàñïðåäåëåíèÿ îäíîðîäíîé
öåïè Ìàðêîâà ñ íåïðåðûâíûì âðåìåíåì ïîëíîñòüþ îïðåäåëåíû íà÷àëüíûì ðàñïðåäåëåíèåì

p = (p1, p2, . . .)
⊤, pi = P(X0 = i), i = 1, 2, . . .

è ìàòðèöåé ïåðåõîäíûõ ôóíêöèé (ïåðåõîäíûõ âåðîÿòíîñòåé)

P(h) = (Pij(h)) = P(Xh = j | X0 = i).

Ìàòðèöà ïåðåõîäíûõ âåðîÿòíîñòåé óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ Êîëìîãîðîâà � ×åïìåíà:

P(t+ s) = P(t)P(s),

èëè
Pij(t+ s) =

∑
k

Pik(t)Pkj(s).

.Ìàòðèöà èíòåíñèâíîñòåé è äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ

Êîëìîãîðîâà

Ïî îïðåäåëåíèþ ìàòðèöà èíòåíñèâíîñòåé

Q = lim
h→0

P(h)− I

h
,

èëè, ÷òî ýêâèâàëåíòíî,

Q = (qij) =

(
dPij(h)

dh

)
h=0

.

Èç óðàâíåíèÿ Êîëìîãîðîâà � ×åïìåíà ñëåäóþò äâà óðàâíåíèÿ:
Ïðÿìîå óðàâíåíèå Êîëìîãîðîâà

dP(t)

dt
= P(t)Q.

Îáðàòíîå óðàâíåíèå Êîëìîãîðîâà

dP(t)

dt
= QP(t).

Äëÿ îáîèõ óðàâíåíèé íà÷àëüíûì óñëîâèåì âûáèðàåòñÿ P(0) = I. Ñîîòâåòñòâóþùåå
ðåøåíèå P(t) = exp(Qt).

.Ñâîéñòâà ìàòðèö P è Q

Äëÿ ëþáîãî t > 0 ìàòðèöà P(t) îáëàäàåò ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè:

1. Ìàòðè÷íûå ýëåìåíòû P(t) íåîòðèöàòåëüíû: Pij(t) ⩾ 0 (íåîòðèöàòåëüíîñòü
âåðîÿòíîñòåé).

2. Ñóììà ýëåìåíòîâ â êàæäîé ñòðîêåP(t) ðàâíà 1:
∑

j Pij(t) = 1 (ïîëíàÿ âåðîÿòíîñòü),
òî åñòü ìàòðèöà P(t) ÿâëÿåòñÿ ñòîõàñòè÷åñêîé ñïðàâà (ïî ñòðîêàì).



Öåïü Ìàðêîâà 17

3. Âñå ñîáñòâåííûå ÷èñëà λ ìàòðèöû P(t) íå ïðåâîñõîäÿò 1 ïî ìîäóëþ: |λ| ⩽ 1.
Åñëè |λ| = 1, òî λ = 1.

4. Ñîáñòâåííîìó ÷èñëó λ = 1 ìàòðèöû P(t) ñîîòâåòñòâóåò êàê ìèíèìóì îäèí
íåîòðèöàòåëüíûé ëåâûé ñîáñòâåííûé âåêòîð-ñòðîêà (ðàâíîâåñèå): (p∗1, p

∗
2, . . .),

ãäå p∗i ⩾ 0,
∑

i p
∗
i = 1, è

∑
i p

∗
iPij(t) = p∗j .

5. Äëÿ ñîáñòâåííîãî ÷èñëà λ = 1 ìàòðèöû P(t) âñå êîðíåâûå âåêòîðû ÿâëÿþòñÿ
ñîáñòâåííûìè, òî åñòü æîðäàíîâû êëåòêè òðèâèàëüíû.

Ìàòðèöà Q îáëàäàåò ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè:

1. Âíåäèàãîíàëüíûå ýëåìåíòû Q íåîòðèöàòåëüíû: qij ⩾ 0, i ̸= j.

2. Äèàãîíàëüíûå ýëåìåíòû Q íåïîëîæèòåëüíû: qii ⩽ 0.

3. Ñóììà ýëåìåíòîâ â êàæäîé ñòðîêå Q ðàâíà íóëþ:
∑

j qij = 0.

4. Âñå ñîáñòâåííûå ÷èñëà µ ìàòðèöû Q èìåþò íåïîëîæèòåëüíóþ äåéñòâèòåëüíóþ
÷àñòü: Re(µ) ⩽ 0. Åñëè Re(µ) = 0, òî µ = 0.

5. Ñîáñòâåííîìó ÷èñëó µ = 0 ìàòðèöûQ ñîîòâåòñòâóåò êàê ìèíèìóì îäèí íåîòðèöàòåëüíûé
ëåâûé ñîáñòâåííûé âåêòîð-ñòðîêà (ðàâíîâåñèå): (p∗1, p

∗
2, . . .), ãäå p

∗
i ⩾ 0,

∑
i p

∗
i =

1, è
∑

i p
∗
i qij = 0.

6. Äëÿ ñîáñòâåííîãî ÷èñëà µ = 0 ìàòðèöû Q âñå êîðíåâûå âåêòîðû ÿâëÿþòñÿ
ñîáñòâåííûìè (æîðäàíîâû êëåòêè òðèâèàëüíû).

.Ãðàô ïåðåõîäîâ, ñâÿçíîñòü è ýðãîäè÷åñêèå öåïè Ìàðêîâà

Äëÿ öåïè Ìàðêîâà ñ íåïðåðûâíûì âðåìåíåì ñòðîèòñÿ îðèåíòèðîâàííûé ãðàô ïåðåõîäîâ
(êðàòêî � ãðàô ïåðåõîäîâ) ïî ñëåäóþùèì ïðàâèëàì:

� Ìíîæåñòâî âåðøèí ãðàôà ñîâïàäàåò ñî ìíîæåñòâîì ñîñòîÿíèé öåïè.

� Âåðøèíû i, j (i ̸= j) ñîåäèíÿþòñÿ îðèåíòèðîâàííûì ðåáðîì i → j, åñëè qij > 0
(òî åñòü èíòåíñèâíîñòü ïîòîêà èç i-ãî ñîñòîÿíèÿ â j-å ïîëîæèòåëüíà).

Òîïîëîãè÷åñêèå ñâîéñòâà ãðàôà ïåðåõîäîâ ñâÿçàíû ñî ñïåêòðàëüíûìè ñâîéñòâàìè
ìàòðèöû Q. Â ÷àñòíîñòè, äëÿ êîíå÷íûõ öåïåé Ìàðêîâà âåðíû ñëåäóþùèå òåîðåìû:

� Ñëåäóþùèå òðè ñâîéñòâà À, Á, Â êîíå÷íîé öåïè Ìàðêîâà ýêâèâàëåíòíû (îáëàäàþùèå
èìè öåïè èíîãäà íàçûâàþò ñëàáî ýðãîäè÷åñêèìè):

À. Äëÿ ëþáûõ äâóõ ðàçëè÷íûõ âåðøèí ãðàôà ïåðåõîäîâ i, j (i ̸= j) íàéäåòñÿ
òàêàÿ âåðøèíà k ãðàôà (¾îáùèé ñòîê¿), ÷òî ñóùåñòâóþò îðèåíòèðîâàííûå ïóòè
îò âåðøèíû i ê âåðøèíå k è îò âåðøèíû j ê âåðøèíå k.

Á. Íóëåâîå ñîáñòâåííîå ÷èñëî ìàòðèöû Q íåâûðîæäåíî.

Â. Ïðè t → ∞ ìàòðèöà P(t) ñòðåìèòñÿ ê ìàòðèöå, ó êîòîðîé âñå ñòðîêè
ñîâïàäàþò (è ñîâïàäàþò, î÷åâèäíî, ñ ðàâíîâåñíûì ðàñïðåäåëåíèåì).
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� Ñëåäóþùèå ïÿòü ñâîéñòâ À, Á, Â, Ã, Ä êîíå÷íîé öåïè Ìàðêîâà ýêâèâàëåíòíû
(îáëàäàþùèå èìè öåïè íàçûâàþò ýðãîäè÷åñêèìè):

À. Ãðàô ïåðåõîäîâ öåïè îðèåíòèðîâàííî ñâÿçåí.

Á. Íóëåâîå ñîáñòâåííîå ÷èñëî ìàòðèöû Q íåâûðîæäåíî è åìó ñîîòâåòñòâóåò
ñòðîãî ïîëîæèòåëüíûé ëåâûé ñîáñòâåííûé âåêòîð (ðàâíîâåñíîå ðàñïðåäåëåíèå).

Â. Äëÿ íåêîòîðîãî t > 0 ìàòðèöà P(t) ñòðîãî ïîëîæèòåëüíà (òî åñòü Pij(t) > 0
äëÿ âñåõ i, j).

Ã. Äëÿ âñåõ t > 0 ìàòðèöà P(t) ñòðîãî ïîëîæèòåëüíà.

Ä. Ïðè t → ∞ ìàòðèöà P(t) ñòðåìèòñÿ ê ñòðîãî ïîëîæèòåëüíîé ìàòðèöå, ó
êîòîðîé âñå ñòðîêè ñîâïàäàþò (è ñîâïàäàþò, î÷åâèäíî, ñ ðàâíîâåñíûì ðàñïðåäåëåíèåì).

Ïðèìåðû

Ðàññìîòðèì öåïè Ìàðêîâà ñ òðåìÿ ñîñòîÿíèÿìè
è ñ íåïðåðûâíûì âðåìåíåì, ñîîòâåòñòâóþùèå
ãðàôàì ïåðåõîäîâ, ïðåäñòàâëåííûì íà ðèñóíêå. Â
ñëó÷àå (a) îòëè÷íû îò íóëÿ òîëüêî ñëåäóþùèå
íåäèàãîíàëüíûå ýëåìåíòû ìàòðèöû èíòåíñèâíîñòåé
� q12, q13. Â ñëó÷àå (b) îòëè÷íû îò íóëÿ òîëüêî
q12, q31, q32, à â ñëó÷àå (c) � q12, q23, q31. Îñòàëüíûå
ýëåìåíòû îïðåäåëÿþòñÿ ñâîéñòâàìè ìàòðèöû Q
(ñóììà ýëåìåíòîâ â êàæäîé ñòðîêå ðàâíà íóëþ).
Â ðåçóëüòàòå äëÿ ãðàôîâ (a), (b), (c) ìàòðèöû
èíòåíñèâíîñòåé èìåþò âèä:

Qa =

−(q12 + q13) q12 q13
0 0 0
0 0 0

 , Qb =

−q12 q12 0
0 0 0
q31 q32 −(q31 + q32)

 , Qc =

−q12 q12 0
0 −q23 q23
q31 0 −q31

 .

Îñíîâíîå êèíåòè÷åñêîå óðàâíåíèå

.Îñíîâíîå êèíåòè÷åñêîå óðàâíåíèå

Îñíîâíîå êèíåòè÷åñêîå óðàâíåíèå îïèñûâàåò ýâîëþöèþ ðàñïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòåé
â öåïè Ìàðêîâà ñ íåïðåðûâíûì âðåìåíåì. ¾Îñíîâíîå óðàâíåíèå¿ çäåñü � íå ýïèòåò,
à ïåðåâîä òåðìèíà àíãë. Master equation.
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Äëÿ âåêòîðà-ñòðîêè ðàñïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòåé π îñíîâíîå êèíåòè÷åñêîå óðàâíåíèå
èìååò âèä:

dπ

dt
= πQ,

è ñîâïàäàåò, ïî ñóùåñòâó, ñ ïðÿìûì óðàâíåíèåì Êîëìîãîðîâà.
Â ôèçè÷åñêîé ëèòåðàòóðå ÷àùå èñïîëüçóþò âåêòîðû-ñòîëáöû âåðîÿòíîñòåé è çàïèñûâàþò

îñíîâíîå êèíåòè÷åñêîå óðàâíåíèå â âèäå, êîòîðûé ÿâíî èñïîëüçóåò çàêîí ñîõðàíåíèÿ
ïîëíîé âåðîÿòíîñòè:

dpi
dt

=
∑
j, j ̸=i

(Tijpj − Tjipi),

ãäå
Tij = qji.

Åñëè äëÿ îñíîâíîãî êèíåòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ ñóùåñòâóåò ïîëîæèòåëüíîå ðàâíîâåñèå
p∗i > 0, òî åãî ìîæíî çàïèñàòü â ôîðìå:

dpi
dt

=
∑
j, j ̸=i

Tijp
∗
j

(
pj
p∗j

− pi
p∗i

)
.

Ôóíêöèè Ëÿïóíîâà äëÿ îñíîâíîãî êèíåòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ

Äëÿ îñíîâíîãî êèíåòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ ñóùåñòâóåò áîãàòîå ñåìåéñòâî âûïóêëûõ
ôóíêöèé Ëÿïóíîâà � ìîíîòîííî ìåíÿþùèõñÿ ñî âðåìåíåì ôóíêöèé ðàñïðåäåëåíèÿ
âåðîÿòíîñòåé.

Ïóñòü h(x) (x > 0) � âûïóêëàÿ ôóíêöèÿ îäíîãî ïåðåìåííîãî. Äëÿ ëþáîãî
ïîëîæèòåëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòåé (pi > 0) îïðåäåëèì ôóíêöèþÌîðèìîòî
Hh(p):

Hh(p) =
∑
i

p∗ih

(
pi
p∗i

)
.

ÏðîèçâîäíàÿHh(p) ïî âðåìåíè, åñëè p(t) óäîâëåòâîðÿåò îñíîâíîìó êèíåòè÷åñêîìó
óðàâíåíèþ, åñòü:

dHh(p(t))

dt
=
∑

i,j, i̸=j

Tijp
∗
j

[
h

(
pi
p∗i

)
− h

(
pj
p∗j

)
+ h′

(
pi
p∗i

)(
pj
p∗j

− pi
p∗i

)]
⩽ 0.

Ïîñëåäíåå íåðàâåíñòâî ñïðàâåäëèâî èç-çà âûïóêëîñòè h(x).

Ïðèìåðû ôóíêöèé Ìîðèìîòî Hh(p)

� h(x) = |x− 1|, òîãäà
Hh(p) =

∑
i

|pi − p∗i |.

Ýòà ôóíêöèÿ � ðàññòîÿíèå îò òåêóùåãî ðàñïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòåé äî ðàâíîâåñíîãî
â l1-íîðìå. Ñäâèã ïî âðåìåíè ÿâëÿåòñÿ ñæàòèåì ïðîñòðàíñòâà âåðîÿòíîñòíûõ
ðàñïðåäåëåíèé â ýòîé íîðìå. (Î ñâîéñòâàõ ñæàòèé ñì. Òåîðåìó Áàíàõà î
íåïîäâèæíîé òî÷êå.)
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� h(x) = x lnx, òîãäà

Hh(p) =
∑
i

pi ln

(
pi
p∗i

)
.

Ýòà ôóíêöèÿ � (ìèíóñ) ýíòðîïèÿ Êóëüáàêà � Ëåéáëåðà. Â ôèçèêå îíà ñîîòâåòñòâóåò
ñâîáîäíîé ýíåðãèè, äåë¼ííîé íà kT (ãäå k � ïîñòîÿííàÿ Áîëüöìàíà, T � àáñîëþòíàÿ
òåìïåðàòóðà). Åñëè p∗i = exp(µ0 − Ui/kT ) (ðàñïðåäåëåíèå Áîëüöìàíà), òî

Hh(p) =
⟨U⟩ − TS

kT
.

� h(x) = − lnx, òîãäà

Hh(p) = −
∑
i

p∗i ln

(
pi
p∗i

)
.

Ýòà ôóíêöèÿ � àíàëîã ñâîáîäíîé ýíåðãèè äëÿ ýíòðîïèè Áóðãà, èñïîëüçóåìîé
â îáðàáîòêå ñèãíàëîâ:

SBurg =
∑
i

ln pi.

� h(x) = (x−1)2

2
, òîãäà

Hh(p) =
∑
i

(pi − p∗i )
2

2p∗i
.

Ýòî êâàäðàòè÷íîå ïðèáëèæåíèå (ìèíóñ) ýíòðîïèè Êóëüáàêà âáëèçè ðàâíîâåñèÿ.
Ñ òî÷íîñòüþ äî ïîñòîÿííîãî ñëàãàåìîãî ýòà ôóíêöèÿ ñîâïàäàåò ñ (ìèíóñ) ýíòðîïèåé
Ôèøåðà.

� h(x) = x2

2
, òîãäà

Hh(p) =
∑
i

p2i
2p∗i

.

Ýòî (ìèíóñ) ýíòðîïèÿ Ôèøåðà.

� h(x) = xq−1
q−1

, q > 0, q ̸= 1, òîãäà

Hh(p) =
1

q − 1

[∑
i

p∗i

(
pi
p∗i

)q

− 1

]
.

Ýòî àíàëîã ñâîáîäíîé ýíåðãèè äëÿ ýíòðîïèè Òñàëëèñà. Ýíòðîïèÿ Òñàëëèñà

Sq =
1

q − 1

(
1−

∑
i

pqi

)

ñëóæèò îñíîâîé ñòàòèñòè÷åñêîé ôèçèêè íåýêñòåíñèâíûõ ñèñòåì. Ïðè q → 1 îíà
ïåðåõîäèò â ýíòðîïèþ Áîëüöìàíà � Ãèááñà � Øåííîíà, à ñîîòâåòñòâóþùàÿ
ôóíêöèÿ Ìîðèìîòî � â (ìèíóñ) ýíòðîïèþ Êóëüáàêà.
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.Ïðàêòè÷åñêîå ïðèìåíåíèå

Îäíîé èç ïåðâûõ íàó÷íûõ äèñöèïëèí, â êîòîðîé öåïè Ìàðêîâà íàøëè ïðàêòè÷åñêîå
ïðèìåíåíèå, ñòàëà ëèíãâèñòèêà (â ÷àñòíîñòè òåêñòîëîãèÿ). ÑàìÌàðêîâ äëÿ èëëþñòðàöèè
ñâîèõ ðåçóëüòàòîâ èññëåäîâàë çàâèñèìîñòü â ÷åðåäîâàíèè ãëàñíûõ è ñîãëàñíûõ â
ïåðâûõ ãëàâàõ ¾Åâãåíèÿ Îíåãèíà¿ è ¾Äåòñêèõ ãîäîâ Áàãðîâà-âíóêà¿.

Öåïè Ìàðêîâà èñïîëüçóþò äëÿ ãåíåðàöèè òåêñòà, ìîäåëèðîâàíèÿ ïðîöåññîâ ñìåøèâàíèÿ
ñûïó÷èõ ìàòåðèàëîâ, óïðàâëåí÷åñêîì ìîíèòîðèíãå, ÿçûêîâûõ ìîäåëÿõ.
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